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CLASA a IX-a, SOLUŢII ŞI BAREMURI

Problema 1. Pe laturile AB şi AC ale triunghiului ABC se consider¼a
punctele D şi respectiv E; astfel încât DA+DB + EA+ EC = 0:

Fie T interseçtia dreptelor DC şi BE: S¼a se determine � real astfel încât

TB + TC = �TA:

Soluţie. Observ¼am c¼a vectorii DA + DB şi EA + EC au, respectiv,
direçtiile vectorilor necoliniari AB şi AC; deci suma lor este 0 doar dac¼a
amândoi sunt 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 puncte

Deducem c¼a punctele D şi E sunt mijloacele segmentelor AB şi AC; deci
T este centrul de greutate al triunghiului ABC: Din relaţia

TA+ TB + TC = 0;

rezult¼a � = �1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 puncte

Problema 2. Elementele muļtimii M = f1; 2; 3; : : : ; 99; 100g se aşeaz¼a
într-un tablou cu 10 linii şi 10 coloane, astfel:

1 2 � � � 10
11 12 � � � 20
...
91 92 � � � 100

S¼a se arate c¼a oricum am şterge 10 elemente ale tabloului, printre cele
90 de numere r¼amase exist¼a cel puţin 10 numere în progresie aritmetic¼a.

Soluţie. Vom încerca s¼a elimin¼am 10 elemente astfel încât printre cele
r¼amase s¼a nu existe 10 în progresie aritmetic¼a.

Observ¼am, mai întâi, c¼a numerele din �ecare linie şi din �ecare coloan¼a
sunt în progresie aritmetic¼a, deci va trebui s¼a elimin¼am câte un num¼ar din



�ecare linie şi din �ecare coloan¼a. Implicit rezult¼a c¼a oricare 2 dintre cele
10 numere eliminate trebuie s¼a �e din linii şi coloane diferite. . . . . . 2 puncte

Apoi, dac¼a num¼arul eliminat din linia i , 1 � i � 9; se a�¼a pe coloana
k; atunci num¼arul eliminat din linia i + 1 trebuie s¼a se a�e pe o coloan¼a l;
cu l < k; altfel, între cele 2 numere r¼amân în tabel neeliminate cel puţin 10
numere consecutive, care formeaz¼a o progresie aritmetic¼a. . . . . . . . . 3 puncte

Deducem c¼a, pentru a nu r¼amâne în tabel 10 numere pe aceeaşi linie sau
coloan¼a sau 10 numere consecutive, trebuie s¼a elimin¼am numerele 10, 19,
28,...,91 (adic¼a numerele de pe diagonala secundar¼a a tabloului).

Dar atunci r¼amân neeliminate numerele 11; 20; 29; 38; 47; 56; 65; 74; 83 şi
92; care formeaz¼a o progresie aritmetic¼a de raţia 9. . . . . . . . . . . . . . . . 2 puncte

Problema 3. a) Fie a; b � 0 şi x; y > 0: S¼a se arate c¼a

a3

x2
+
b3

y2
� (a+ b)3

(x+ y)2
:

b) Fie a; b; c � 0 şi x; y; z > 0 astfel încât a + b + c = x + y + z: S¼a se
arate c¼a

a3

x2
+
b3

y2
+
c3

z2
� a+ b+ c:

Soluţie. a) Inegalitatea este echivalent¼a cu

�
x2 + 2xy + y2

��a3
x2
+
b3

y2

�
� a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3;

sau
x2b3

y2
+ 2

a3y

x
+ 2

b3x

y
+
a3y2

x2
� 3a2b+ 3ab2:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 punct
S¼a observ¼am c¼a

x2b3

y2
+ 2

a3y

x
=
x2b3

y2
+
a3y

x
+
a3y

x
� 3 3

p
b3a6 = 3a2b:

Analog,

2
b3x

y
+
a3y2

x2
� 3ab2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 puncte
şi, prin adunare, obţinem inegalitatea cerut¼a.

Observa̧tii. 1) Eliminând numitorii, inegalitatea se poate scrie sub
forma

(bx� ay)2
�
bx2 + 2 (a+ b)xy + ay2

�
� 0;

evident adev¼arat¼a.
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2) Dac¼a ai � 0; xi > 0; pentru i = 1; 2; : : : ; n iar k 2 N�; atunci

nX
i=1

ak+1i

xki
�

�
nP
i=1
ai

�k+1
�

nP
i=1
xi

�k ;
inegalitatea rezultând din inegalitatea lui Jensen aplicat¼a funçtiei f (x) =
xk+1; pentru x 2 [0;+1):

b) Folosind inegalitatea precedent¼a, avem:

a3

x2
+
b3

y2
+
c3

z2
� (a+ b)3

(x+ y)2
+
c3

z2
� (a+ b+ c)3

(x+ y + z)2
= a+ b+ c:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 puncte
Problema 4. S¼a se determine funçtiile f : N� ! N� pentru care

f (x+ y) + f (x)

2x+ f (y)
=

2y + f (x)

f (x+ y) + f (y)
;

pentru orice x; y 2 N�:

Soluţie. Pentru x = y obţinem

f (2x) + f (x)

2x+ f (x)
=

2x+ f (x)

f (2x) + f (x)
;

de unde
f (2x) + f (x)

2x+ f (x)
= 1;

deci f (2x) = 2x; adic¼a f (n) = n; pentru orice n par. . . . . . . . . . . . . . 3 puncte
Fie acum x şi y impare. Atunci x + y este par, deci f (x+ y) = x + y:

Din ipotez¼a obţinem

(x� y)2 + f (x) (y � x) + f (y) (x� y) = 0;

sau
(x� y) (x� y � f (x) + f (y)) = 0:

Deducem c¼a f (x)� x = f (y)� y; pentru orice x 6= y; deci funçtia f (x)� x
e constant¼a.

Fie f (x)� x = k; deci f (n) = n+ k; pentru n impar. . . . . . . . . 3 puncte
Fie acum x par şi y impar. Obţinem

x+ y + k + x

2x+ y + k
=

2y + x

x+ y + k + y + k
;

de unde k = 0: Deducem c¼a f (n) = n; pentru orice n 2 N�. . . . . . . . .1 punct

Observa̧tie. Alternativ, se poate ar¼ata, prin particulariz¼ari, c¼a f (1) =
1; f (2) = 2; f (3) = 3; şi apoi, inductiv, c¼a f (n) = n; pentru orice n:
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